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ABSTRACT: The nathematical modelling of a cuadropter and in general of any sistem permits studying the static 
and dynamic behavior of the system corncerning the different conditions through simulation software sets wi-
thouth making real tests and without building it, saving economical means, time, logystics; also thanks to these 
mathematical models flight controllers can be implemented for highly unstable systems such as cuadropter air-
crafts, missiles, satellites,ect.
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RESUMEN: El modelamiento matemático de un cuadroptero y en general de cualquier sistema permite estudiar 
el comportamiento estático  y dinámico del sistema ante distintas condiciones de funcionamiento a través de 
paquetes software de simulación sin realizar pruebas reales y sin construirlo, ahorrando recursos económicos, 
tiempo, logística; también gracias a estos modelos matemáticos se pueden implementar controladores de vuelo 
para sistemas altamente inestables como los son las aeronaves tipo cuadroptero, misiles, satélites, etc.
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HISTORIA

En la Alemania NAZI (segunda guerra mundial) el ingeniero Wernher von Braun, lideraba la construcción 
de misiles balísticos V2, los cuales debían ser autónomos, es decir tenían que dirigirse automáticamente 
(despegar, volar y llegar) sin intervención humana a su blanco (ejemplo: Londres); empíricamente se puede 
demostrar que los misiles son sistemas inherentemente inestables, los cuales son “difíciles” de controlar, por 
lo que los ingenieros nazis tenían la misión de encontrar un sistema de control para que el misil V2 volara solo 
a su objetivo sin perder el control y estrellarse (volverse inestable). 
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En aquella época los sistemas de control se diseña-
ban con el método de prueba y error es decir que 
las pruebas se efectuaban en el misil real, por lo que 
cualquier falla signifi caba la destrucción del misil, y 
cualquier prueba requería del sistema real con los 
consiguientes riesgos para las personas y sistemas, 
además de los altos costos económicos que ello im-
plicaba.

Figura 1. Cohete V2 uti lizado por los alemanes nazis para bombardear blan-
cos aliados.

Figura 2. Cohete alemán V2 falla debido al método prueba y error uti lizado 
en aquella época.

Después de muchos intentos fallidos los ingenieros 
alemanes Nazis pudieron construir un controlador 
funcional para el cohete V2, lo cual fue un gran avan-

ce tecnológico en aquella época,  hay que tener en 
un cuenta el uso reprobable que tuvo esta tecnología 
la cual fue el bombardeo de ciudades aliadas. 

Luego que la Alemania Nazi fuera derrotada por los 
aliados (liderados por Estados Unidos), estos llevaron 
a los ingenieros nazis que trabajaban   en el proyecto 
del misil V2 a trabajar en centros de investi gación y 
a la propia NASA, los resultados de esta acción fue el 
desarrollo de misiles  y cohetes como la serie Saturno 
lo que permiti ó que estados unidos ganara la carre-
ra espacial y pudiera ser el primer país en llevar un 
hombre a la luna.

Luego de la llegada de Braun a Estados unidos se tra-
bajó fuertemente en el modelamiento matemáti co y 
diseño de sistemas de control de sistemas, ya que se 
dieron cuenta que esto permití a realizar pruebas de 
funcionamiento a misiles y aviones sin necesidad de 
estar construidas, y sin peligro alguno, todo esto con 
la ayuda de los computadores digitales que recién 
comenzaban a aparecer y que permití an realizar una 
canti dad inimaginable de cálculos.

Figura 3. Cohete del ti po Saturno desarrollado por la NASA con la ayuda de 
ingenieros alemanes Nazis.



12

TECNOESUFA

CIENCIA Y TECNOLOGÍA

MODELO MATEMÁTICO DE UN SISTEMA

Existen básicamente dos modelos matemáti cos que 
se puede obtener de un sistema:

• Por analogía.
• Por aplicación de leyes fí sicas.

Por analogía se basa en el conocimiento empírico del 
sistema que se va a modelar y de ciertas ecuaciones 
diferenciales que se comportan en forma parecida al 
sistema en estudio, u otros sistemas fí sicos, ejemplo 
de ello es un horno de calentamiento en el cual si se 
pone a funcionar ti ene una respuesta en el ti empo:

Figura 4. Horno eléctrico y su respuesta de calentamiento

Como se puede apreciar en la fi gura 4 y 5 un hor-
no eléctrico y un circuito RC ti enen una respuesta en 
el ti empo similar y se pueden modelar matemáti ca-
mente con las mismas ecuaciones diferenciales.

Por aplicación de leyes fí sicas, se aplica la fí sica new-
toniana y las leyes de conservación de la energía para 
esti mar el modelo matemáti co de un sistema, ejem-
plo de ello es el modelo matemáti co de un motor dc:

Figura 5. Circuito eléctrico RC

Modelo matemáti co para la corriente:

Figura 6. Motor eléctrico dc.

Modelo matemáti co para la velocidad angular:

Para manejar algebraicamente estas ecuaciones dife-
renciales podemos uti lizar la transformada de Lapla-
ce para obtener   por ejemplo la función de transfe-
rencia entre el voltaje aplicado y la velocidad angular:

Con estos modelos matemáti cos podemos uti lizar 
paquetes computacionales como Matlab donde po-
demos simular el comportamiento de los sistemas, 
diseñar y evaluar el funcionamiento de controlado-
res, etc; sin necesidad de tener el motor fí sico real:
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CUADROPTERO VOLADOR

Es un vehículo aéreo de cuatro motores, el cual de-
bido a sus característi cas dinámicas se uti liza amplia-
mente en insti tutos aeronáuti cos de investi gación 
alrededor del mundo para desarrollar y estudiar 
técnicas de control avanzadas que se pueden utilizar 
en sistemas como: misiles, aviones furtivos, bombas 
guiadas, etc.

Figura 7. En paquetes de simulación como Matlab se puede evaluar el fun-
cionamiento de sistemas fí sicos sin tener el sistema construido.

Algunas referencias de cuadropteros voladores uti -
lizados en centros de investi gación universitarios y 
aeronáuti cos alrededor del mundo son: [1], [2], [3], 
[4], [5], [6].

MODELO MATEMÁTICO PARA UN CUADROPTERO 
VOLADOR

Como un cuadroptero se desplaza en el espacio tridi-
mensional se debe hablar de un marco de referencia 
inercial, donde se trabaja un marco fi jo o estáti co de 
referencia y la posición del cuadroptero en el espacio 
con todas sus variables asociadas:

Figura 8. Cuadroptero volador grupo Tesla ESUFA

Figura 9. Sistema de coordenadas y marco de referencia inercial para el cua-
droptero.

La orientación de cuadroptero se da a través de los 
ángulos de Euler (pitch θ, roll ϕ y Yaw ψ), así tendría-
mos el vector de variables angulares:

La posición del cuadroptero en el marco de cuerpo 
fi jo inercial está dada por el vector:
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La matriz de transformación que me permite conocer 
en todo momento la posición angular del cuadropte-
ro frente a la posición angular del marco de referen-
cia fi jo es:

Donde por simplifi cación C es Coseno y S es seno.

La fuerza generada por cada motor del cuadroptero i, 
donde i= 1, 2, 3, 4 es:

Donde b es un factor de fuerza de empuje hacia arri-
ba y  es la velocidad angular de cada rotor i, así se po-
dría obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales  
que describirían la aceleración del cuadroptero:

Donde m es la masa del cuadroptero y g la acelera-
ción de la gravedad. 

En el cuadroptero existen momentos de inercia en x,y,z 
nombrados IX, Iy,Iz , también la inercia del motor JR.

Como existen movimientos rotacionales debido a los 
motores en el cuadroptero es necesario hablar de un 
vector MG que describe el torque aplicado al cuerpo 
del vehículo  y el vector  que conti ene los torques 
giroscópicos, de esta forma tendríamos un segundo 
conjunto de ecuaciones diferenciales:

El vector M es defi nido como:

Nótese en la fi gura el senti do de giro de cada uno 
de los rotores del cuadroptero, donde las hélices del 
cuadroptero ti enen un factor de arrastre d y la longi-
tud del brazo L.

Los efectos giroscópicos causados por la rotación del 
vehículo junto a la rotación de los cuatro motores 
son:

Las entradas de energía al cuadroptero son las cuatro 
velocidades rotacionales  de los rotores , para despe-
jar las ecuaciones vistas anteriormente en términos 
de estas entradas es necesario realizar un cambio de 
variable:

Como los efectos giroscópicos dependen de las velo-
cidades rotacionales de los rotores y transformando 
las variables de entrada, tendríamos el vector multi -
dimensional:

Cambiando estas ecuaciones obtendríamos el mode-
lo dinámico del cuadroptero:
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Podemos representar las ecuaciones obtenidas hasta 
el momento en forma de diagrama de bloques:

En sistemas de control es usual representar las ecua-
ciones de un sistema en el espacio de estado (varia-
bles de estado), teniendo en cuenta todas las varia-
bles que manejamos:

Figura 10. Representación en diagrama de bloques del modelo matemáti co 
de un cuadroptero.

�̇�𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢) 

Donde x ϵ R9 es el vector de variables de estado:

Así el modelo matemáti co del cuadroptero lo podría-
mos escribir en el espacio de estado como:

En este modelo matemáti co podemos apreciar que 
este es un sistema no lineal e inherentemente ines-
table.

MODELAMIENTO MATEMÁTICO DEL CUADROPTERO 
USANDO MATLAB

A conti nuación se muestra brevemente como se rea-
liza el modelado matemáti co de un cuadroptero en 
Matlab:

Figura 11. Modelo matemáti co en el espacio de estado

Figura 12. Entradas al sistema, dinámica de los motores, ecuaciones de esta-
do y salida de cada variable de estado.

Figura 13. Visualización de variables de estado.

Figura 13. Animaciones de alti tud y posición.



16

TECNOESUFA

CIENCIA Y TECNOLOGÍA

CONCLUSIONES

El modelo matemáti co de sistemas fí sicos reales per-
mite estudiar su comportamiento ante diferentes 
condiciones sin tener el sistema construido, en el 
área de sistemas de aeronaves es una ventaja pues 
se puede validar el funcionamiento de un sistema sin 
tenerlo y sin ponerlo en riesgo.

El modelamiento matemáti co de un sistema es una 
rama que requiere un buen conocimiento de áreas 
como: fí sica, matemáti cas, electricidad, etc.

Los paquetes de simulación como Matlab permiten 
evaluar el comportamiento de sistemas como cua-
dropteros voladores.

Gracias a Matlab se pueden construir y evaluar con-
troladores de vuelo para sistemas aéreos como cua-
dropteros, misiles, aviones, etc.

Los algoritmos de control que se pueden extraer de 
aeronaves no lineales e inestables pueden ser uti li-
zados para controlar sistemas como misiles, bombas 
guiadas, satélites, etc.
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