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“La musica es la
aritmética de los sonidos,
como la optica es la
geometria de la luz”.

Claude Debussy

ABSTRACT

Music as well as mathematics has a very closer relationship, becau-
se mathematics studies the properties and relationships between abs-
tract entities, as Albert Einstein defined “when mathematics laws refer
to reality, they are no exact; when they are exact, they do not refer to
reality’, equally in connection with music, it cannot refer tangentially
or take and explain it, but we know that it exists thanks to our intellect
through our senses.
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RESUMEN

La musica al igual que la matematica tiene una relacion muy es-
trecha, ya que la mateméatica estudia las propiedades y relaciones en-
tre entes abstractos, tal como definié Albert Einstein “cuando las leyes
de la matematica se refieren a la realidad, no son exactas; cuando son
exactas, no se refieren a la realidad’, igualmente con relaciéon a la musi-
ca, no se puede de forma tangencial coger o explicarla pero sabemos
que existe gracias a nuestro intelecto a través de los sentidos.
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En musica existen una serie de sonidos a diferentes
alturas o frecuencias, denominados “notas musicales” es-
tos vitales elementos, previamente a una interpretacion
deben ser llevados a punto o afinados, ya que si ello no
se llevare a cabo podemos caer en no llegar a determinar
qué tipo de nota es la que se estd emitiendo, a pesar de
estar ejecutando una posicion determinada en el instru-
mento; pues bien, ahora iniciaremos un viaje por las ma-
tematicas aplicadas a la musica, partiendo de la premisa
“Lo que no se pueda demostrar matematicamente en el
universo, simplemente no existe”.

Dentro de los sistemas de afinacion mas conocidos
tenemos el denominado “Pitagdrico” (antiguo), el “Justo”
(intermedio) y el “lgualmente Temperado”el cual se basa
en desarrollar una progresién geométrica para instaurar
las frecuencias de las notas, de modo que la frecuencia
imprescindible de una nota siempre se obtiene como la
frecuencia de la nota anterior multiplicada por un factor
constante, de acuerdo a lo anteriormente expuesto se
permite que la relacién geométrica de frecuencias para
los intervalos se mantenga constante pese a cualquier
transporte, trasposicion o modulacién que se haga ; pero
también existen otros sistemas que combinan ventajas y
desventajas con respecto a los anteriores, como lo son
los sistemas de medio tono en cuarto de coma o en otras
fracciones de coma o los que vinculan sistemas irregula-
res llamados “Bien Temperados”.

ATl. En la musica occidental moderna se emplea el
esquema de doce notas por octava, donde la frecuen-

Teniendo en cuenta que el sostenido (#) aumenta %2
tono y el bemol (b) disminuye % tono, podemos asegu-
rar que Sl = DO, DOb =S|, MI# = FA, y FAb = MI.

De acuerdo a la tabla, se designa al nimero de nota
relativo dentro de una octava como “N”, y al nimero de
octava como “O" (numerando desde el cero); unido al
parrafo A1 se puede definir un nimero de nota abso-
luto “n”".

n =N+12-0

Ecuacion 1:

A2. El nimero absoluto de nota “n’, oscila entre 0
y 127 ademads se utiliza para la simetria de nimeros a
notas en el sistema MIDI (Musical Instrument Digital
Interface). En este esquema, a la nota LA (440) que es
la nota de la octava numero 5 para el sistema MIDI, le
pertenece el nUmero n=69 de acuerdo a la aplicaciéon de
la ecuacién 1, entonces 9+(12.5)= 69.

Acorde a lo observado en el parrafo A1y recor-
dando la expresion del Término Enésimo de una Serie
Geométrica, se puede establecer:

[o=foq"

De acuerdo a lo enunciado en el parrafo A1, pue-

Ecuacion 2:

de deducirse el valor que corresponde al Factor o razén

"u_n

geométrica ‘q’, debido a esto la frecuencia debe dupli-

"u_n

carse al aumentar“n”en 12.

J'Fn+12 =2 'fn

tonces la ecuaciéon 2 a ambos miembros de esta y des-

Entonces y aplicando en-

cia se duplica cada doce notas y la designacion basica pejando ...
se mantiene en la octava siguiente. forg*iBl =g . f g" 3 £ gt - qli=f g" Zagi=12
En la siguiente tabla se evidencia lo anteriormente Y se obtiene:
expuesto: o
P Ecuacion 3: q= 2 1/12
Tabla 1.
No. De Nota 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Nombre de la Nota DO DO# RE RE# M FA FA# SOL|  soL# LA LAt S|
REb Mib SOLb LAD slb
Notacion Americana C C# D D# = F F4# G G# A A# B
Db Eb Gb Ab Bb

volumen 19 - julio 2013

ety  aemasaeea .
meEmRRE




EDUCACION AERONAUTICA | 51

Que es lo mismo que ¥ = V2 =1,059463..

Este es el factor que aplicado a la frecuencia de una nota,
origina la frecuencia de la siguiente, separada en lo que
se conoce como intervalo de un semitono. Un semitono
representa entonces una variacion de frecuencia muy li-
geramente inferior a un 6% (5,9463...%).

En Ultima instancia, resta determinar el valor de “fo”
que serfa el valor de la frecuencia correspondiente a la
nota n=0. Esto se logra por convencion de la nota “LA”
de la octava 5 en el sistema MIDI (n=69 en MIDI) y se le
asigna un valor de frecuencia de 440 ciclos por segundo.

Utilizando las ecuaciones 2 y 3 y despejando. ..

Ecuacion 4
440, ciclos /sequndo = fy» 25912 & f = 440+ 2792 - sinlos fsegunde

Esto arroja un valor para fo=8,1758 ciclos/segundo
(lo que equivale a un infrasonido).

Ahora, reemplazando los valores correspondientes a
las ecuaciones 3y 4 en la ecuacion 2, se puede escribir
aproximadamente la ecuacion de la frecuencia en ciclos/
segundo (o Hertz) en funcion del nimero absoluto de
nota “n” del sistema MIDI como:

Ecuacion 5:
fa=8,1758 - 1,059463" - ciclos /segundo

Aplicada para célculos rapidos sin precisiéon o se
puede reemplazar las expresiones de las ecuaciones 3y
4 en la ecuacién 2, operando un poco para obtener la
correspondiente expresion formal:

Ecuacion é:
f, = 440 - 211=89/12 . riclos /segundo

9

Expresion exacta de la frecuencia para la nota “n
en el sistema MIDI.

Siendo précticos utilizaremos el niumero de nota
relativo “N” (numero de la tabla 1 dentro de una

octava determinada) unido con el nimero de octava
“0” correspondiente.

Ahora se puede reemplazar “n” de la ecuacion 6
por la expresion de la ecuacion 1, operando algunas sim-
plificaciones, para obtener la ecuacién matrical de la fre-
cuencia en funcion de “N” y de “O”.

Ecuacion 7:

9-N

oy
(= ———) )
' 127 7 - ciclos /segundo

fvo = 4402
Vélida para el niumero de octava “O” del sistema
MIDI.
Con ello puede obtenerse una tabla de valores de
frecuencia en ciclos por segundo como la siguiente, con
el nimero de nota relativo “N” como en la tabla 1 como

cabeza de filas y nimero de octava “O” del sistema MIDI

como cabeza de columnas.
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Tabla 2 Frecuencia de las notas en ciclos/
segundo o (Hetrz) para el sistema MIDI.

Numero de Octava “O” (Sistema MIDI)

DO (C) 0 8,1758 16,352 32,703 65,406 130,81 261,63 523,25 1.046,5 2. 4.186,0 8.372,0
DO# (C#) 1 8,6620 17,324 34,648 69,296 138,59 277,18 554,37 1.108,7 22175 44349 8.869,8

‘ RE (D) ’ 2 ’ 91770 ‘ 18,354 ’ 36,708 ‘ 73416 ‘ 146,83 ‘ 293,66 ‘ 587,33 ‘ 11747 ‘ 23493 ’ 4.698,6 ‘ 9.397,3 ’
RE# (D#) 3 9,7227 19,445 38,891 77,782 155,56 311,13 622,25 1.244,5 2489,0 4.978,0 9.956,1

‘ MI (E) ‘ 4 ‘ 10,301 ‘ 20,602 ‘ 41,203 ‘ 82,407 ‘ 164,81 ‘ 329,63 ‘ 659,26 ‘ 1.3185 ‘ 2.637,0 ‘ 5.274,0 ‘ 10.548 ‘
FA (F) 5 10,913 21,827 43,654 87,307 174,61 349,23 698,46 1.3969 2.7938 5.587,7 11.175

‘ FA# (F#) ‘ 6 ‘ 11,562 ‘ 23,125 ‘ 46,249 ‘ 92,499 ‘ 185,00 ‘ 369,99 ‘ 739,99 ‘ 1.480,0 ‘ 2.960,0 ‘ 59199 ‘ 11.840 ‘
SOL (G) 7 12,250 24,500 48,999 97,999 196,00 392,00 783,99 1.568,0 3.136,0 6.271,9 12.544

‘ SOL# (G#) ‘ 8 ‘ 12,978 ‘ 25,957 ‘ 51913 ‘ 103,826 ‘ 207,65 ‘ 415,30 ‘ 830,61 ‘ 1.661,2 ‘ 33224 ‘ 6.644,9 ‘ 13.290 ‘
LA (A) 9 13,750 27,500 55,000 1 22 44 88 1 3.520,0 7.040,0 14.080

‘ LA# (A#) ‘ 10 ‘ 14,568 ‘ 29,135 ‘ 58,270 ‘ 116,541 ‘ 233,08 ‘ 466,16 ‘ 932,33 ‘ 1.864,7 ‘ 37293 ‘ 7458,6 ‘ 14917 ‘
Sl (B) 1 15434 30,868 61,735 123,471 246,94 493,88 987,77 1.975,5 39511 7.902,1 15.804

Segun la tabla 1, todas las notas musicales podran
expresarse como un par ordenado de numeros (N,O),
concordante con lo anterior podemos decir 1que el DO
central del piano (C5 para el sistema MIDI) puede notar-
se como (0,5) visualizdndose en la tabla 2 tiene una fre-
cuencia de 261,63 ciclos por segundo.

Las notas del piano convencional (de 88 teclas) esta-
blecidas en la tabla 2, van desde A1 (9,1) con 27,5 ciclos/
segundo, hasta C9 (0,9) con 4186 ciclos/segundo, con

Ahora para diferenciar lo anterior, se denominara “O”
al nimero de octava del sistema MIDI y Oc al nimero
de octava del sistema convencional, siendo la relacion:

Ecuacion 8:

O =0c+1

Reemplazando entonces estd en la ecuacion 7 (y
sustituyendo el 1 por 12/12 para operar simplificando y

evitar complicar la expresion), se obtiene:

esto podemos deducir que el piano consta de 7 octavas Ecuacion 9:
completas mas 3 notas al comienzo y una nota adicional i
(0c— 222
al final. Entonces, la octava numerada en el sistema fnoe =440 2% 12~ " - ciclos/segundo

MIDI como 5, es la cuarta octava completa del piano,
lo que hace que se denomine octava 4.

Aclaracion 1. Existen discrepancias con respecto al
sistema MIDI, ya que convencionalmente se denomina
A4 al LA 440y C4 al DO central del piano; esta situacion
es muy comun.

Vélida para nimero de octava Oc (convencional).
Utilizando esta convencion, la tabla 2 se transforma
de la siguiente forma:
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Tabla 3 Frecuencia de las notas en ciclos/segundo
o (Hetrz) para el sistema convencional.

Numero de Octava“”

DO (Q) 0 16,352 32,703 65,406 13081
DO# (C#) 1 17,324 34,648 69,296 138559
RE (D) 2 18354 36,708 73416 146,83
RE# (D#) 3 19,445 38,891 77,782 155,56
MI (E) 4 20,602 41,203 82,407 16481
FA (F) 5 21,827 43,654 87,307 17461
FA# (F#) 6 23,125 46,249 92,499 185,00
SOL (G) 7 24,500 48,999 97,999 196,00
SOL# (G#) =8 25957 51913 103826 207,65
LA (A) 9 27,500 55,000 110,000 220,00
LA# (A#) 10 29135 58,270 116,541 233,08
Sl (B) 11 30868 61,735 123471 246,94

Esta tablay la ecuacion 9 son compatibles con la de-
nominacion convencional de C4 para el DO central y A4
para el LA 440, también acorde al sombreado para fre-
cuencias correspondientes a las notas del piano conven-
cional de 88 teclas, y con sombreado mas oscuro para el
DO central y el LA 440.

La nota LA 440 aparece como asignaciéon de nota
absoluta igual a 57 (12 menos que 69 que es el numero
absoluto que se utiliza en el sistema MIDI) Esto se eviden-
cia comparando las ecuaciones 7y 9.

Hay que tener en cuenta que la discrepancia enun-
ciada en la Aclaraciéon 1, existe en la convencion a utilizar
para el nimero de octava y no para el nimero relativo
de nota“N"

Aclaracion 2. Se debe tener en cuenta que los so-
nidos por debajo de 20 ciclos/segundo no son audible
por el ser humano (se denominan infrasonidos) y lo que
se escucha de estas notas, son sus armonicas de frecuen-

cias superiores. Solamente algunos érganos de tubos

261,63 523,25 1.046,5 2.093,0 4.186,0 83720
277,18 554,37 1.108,7 22175 44349 8.869,8
293,66 587,33 1.174,7 23493 4.698,6 93973
311,13 622,25 1.244,5 24890 4.978,0 9.956,1
329,63 659,26 1.3185 2.637,0 5.274,0 10.548
349,23 698,46 13969 2.7938 5.587,7 11.175
369,99 73999 1.480,0 2.960,0 59199 11.840
392,00 783,99 1.568,0 3.136,0 6.2719 12.544
415,30 830,61 1.661,2 33224 6.644,9 13.290
440,00 880,00 1.760,0 35200 7.040,0 14.080
466,16 932,33 1.864,7 37293 74586 14917
493,88 987,77 19755 3.951,1 7.902,1 15.804

muy grandes vinculan estas notas, y son levemente per-
cibidas por el ser humano como una vibracion corporal
Unicamente; se ha comprobado que algunos animales
como los elefantes, utilizan eficazmente estos sonidos
para comunicarse a grandes distancias. Adicionalmente
los militares las utilizan en el sistema ELF (Extremely
Low Frecuency) para comunicaciones marftimas con
submarinos.

Igualmente los sonidos de frecuencias superiores a
los 20.000 ciclos/segundo tampoco son detectables por
el ofdo humano y se denominan ultrasonidos y son utili-
zados por los delfines y los murciélagos.

La voz humana tiene un rango de frecuencias que
oscila entre los 80 ciclos/segundo (E2 o MI de la octava
2 convencional), a los 1000 ciclos/segundo (C6 o DO de
la octava 6 convencional); un solo ser humano no logra
este registro, se debe repartir segun corresponda las dis-

tintas voces de un coro.

- = V.0 lumen=sl 9= jitlli0-2:0.13
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