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ABSlRAGT 
We consider the Joukowsky T ransform. as a special case of a con formal 

mapping ofthe complex variable; also comment on its importance in 

classical aerodynamics and develop some problems associated with 

th is transformation. 
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RESUMEN 
Consideramos la Transformación de Joukowsky. como caso particular 

de un Mapeo Conforme de laVariableCompleja;también se comentará 

su importancia en la Aerodinámica Clásica y desarrollaremos algunos 

problemas asociados a esta tra nsformación, 
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INlRODUGGIÓN 
El Conjunto de Ecuaciones 

u=u(x,y) 
(1) 

v=v(x,y) 

Define en general una tra nsformación , la cual estable

ce una correspondencia entre puntos del plano xy 
y el plano uv , estas ecuaciones se llaman ecuaciones 

de transformación [2]. Si a cada punto del plano uv le 

corresponde uno y solo uno del plano xy y recíproca

mente, decimos que la t ransformación es biunívoca. 

Existe un concepto importante que nos permita saber si 

una transformación es biunívoca que se conoce como el 

Jacobiano de la t ransformación, 

Definición 1. Sea una t ransformación [U,11] como la 

mostrada en (1), decimos que 

a. a. - (2) iJ(u.v) az ay au iJt1 aua. -----
iJ(x,y) av av ib: iJy iJy iJ" 

az ay 

es el Jacobiano de la t ransformación, 
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Si se resuelve (1) para tener xy y en térm inos de U y V, se 

obtiene la transformación X = x(u, v) y y = y(u, v) 
que es la t ransformación inversa de (1), Si x y y son unf

vocas y continuam ente diferenciables, el jacobiano de 

esta transformación es a(x.y) y se puede demostrar que 
a(u,V') 

a(u,,,) 
es igual al recíproco de a(x.y) , Luego si uno de los jaco-

bianos es distinto de cero, el otro también lo es, Se puede 

demostrar q ue si U y V son cont in uam ente d iferenciab les 

en una región C, y si el jacobiano :~::;~ es distinto de 

cero en C, entonces la t ransformación (1) es biu nívoca, 

Aplicación compleja 

Es de especial interés en la teoría aerodinámica, cuan

do en (1) uy V son las partes real e imaginaria de un a 

función analítica de una variable compleja Z = x + iy 
, o sea, W = U + iv = fez) = f(x + iy) en ta l 

caso el jacobia no de la transformación está dado por 
a(u,v) 11'( )1' a{x.y) = z , Decimos que los puntos donde 

f'(z) = Oson los puntos críticos de la transformación, 
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APLICACiÓN COMFORME 

Definición 2. Dada una transformación como en (1), tal 

que un punto (xo /Yo) del plano xy se aplica en el punto 

ello, va) del plano UV. Sean C1y C2 dos curvas cualquiera 

en ry que se Intersectan en (xo. Yo), tal que forman un án

gu/o a, si se aplican en uv comoC1yC2yforman un ángulo 

ct; tenemos: 

(i) Si a = a' decimos que la aplicación es conforme. 

(ii) Si a = a' es decir; 105 ángulos son iguales en magni

tud pero no en sentido, decimos que la aplicación es 

isogonal. 

El siguiente teorema es fundamental en la teoría de 

la aplicación conforme, pues nos permite establecer 

cuando las transformaciones, preservan la simetría de la 

aplicación, 

" 

" 

" .. 
• .. .,. - •• ,. •• ,. 

Teorema I.Si !eZ) esanalíticay fez) *' Oenunaregión 

C, entonces la aplicación W = f(z) es conforme en todos 

/ospuntosde C. 

Para la demostración del teorema 1, puede consultarse 

[2]. Por otra parte de la transformación W = fez) del 

plano Z en el plano W, puede pensarse también como 

una transformación del plano Z en si mismo, decimos 

que es una autotransformación, En las autotransforma

ciones, los puntos para los cuales Z = fez) permane

cen fijos, los llamamos invariantes de la transformación, 

Ejemplo 1. Los puntos invariantes de la transformación 

w=Z2 son las soluciones de Z 2 =Z, Z = Oy z = 1 

, 

, 
e 

• 
• 
• 
• 
• • 

Figura 1. La Transformación deJoukowskyseasemejaa un PerfilAerodinámico. 
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LA TRANSFORMACiÓN 
DE JOUKOWSKY 

Si consideramos un cfrculo e en el plano j, con centro 

sobre el eje real la transformación dada por: 

.' w=z+¡b>0(3) 

se conoce como la transformación de Joukowsky. Tal 

como lo muestra la Figura 1, esta transformación gene

ra un "contorno de Joukowsky"y se parece a la sección 

transversal de un ala de avión, esto nos permite aprox¡" 

mamos a la teorla aerodinámica, pues para hallar la solu

ción de un problema de perfiles, basta con remitirnos a 

la teoría de la variable compleja. 

Consideremos el siguiente potenCial complejo [3]: 

W(t) = V~ (t - e + .~J,a > 0
(4

) 

el cuál describe el flujo de un fluido con un obstáculo 

el rcu lar de rad io a y ce ntro e = E + ;p, donde el obsté

cu lo t iene la slg u lente rep rese ntac ión: 

(x - E)' + (51- 1')' = a' 
(5) 

t = c+ ae t8 

Por lo reportado en [3] el campo de velocidad 

dW = W'(Z) = U + iV (6) 
do 

para (4) está dado por: 

W'( ) = v. 1-[o'/(t-c)'1 
Z 00 1-{b'2/J2) (7) 

Los valores de a, b y e deben ser elegidos de tal forma 

que esten en la frontera 6 dentro de la curva, si está en 

el interior de la curva no afecta su forma ni el campo de 
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flujo, pero si está en la frontera este punto se convertiría 

automáticamente en el borde de fuga del perfil [4). 

Una aproximación desde el análisis complejo 

En el aná lisis co mplejo en ocas iones, la deducc ión puede 

resu ltar más elemental que desde la teoría aerad inámica, 

esto se debe a que los res ultados desde la variable com

pleja, son consecuencia de algunos postu lados o lemas, 

mientras en la teorla aerodinámica se debe tener precau

ción pues se está modelando con dIVersas variables ffsi

cas [5]. Para continuar haremos uso del siguiente lema: 

Lema ,. Sea W = fez) una aplicación conforme de cal 

forma que rlene expansión en serle~ de Taylo! alrededor de 
aExy: 

w = f(z) = f(a) + I'(a)(z - a)+ ... 
+!"(a)(z - a)n+ ... 18) 

Si {Ie(a) = O para k = O,l, .... n-l y {n(a) -::J:. O 

entonces los óngu!os en el plano xy con vértices en Z = a 
se multiplican pornen el plano uv. 

Para la demostración del Lema anterior se puede con

su ltar [5J . Ahora con base en este resultado hallemos la 

transformación de Joukc:wsky para perfiles con susten

tación' ,entonces consideremos un círculo e con centro 

en el semlplano superlor(e.d € JI -::J:. O) de tal forma que 

su frontera coincida con el punto g = l y en su interior 

se encuentre I = -1, si consideramos (3) tal queb = 1 

d .. = OsiZ = 1 (9) 
df 

2 Para pEl1i1es O-suSlel1acl6n, es sulidel1e coosidlJ3r la ClJ"Vd C 
con CSlII"O 91 S efe x (ad p. = ~ y Mm a nisrm dlSllTalo 
rmslrado, se pt.ede obsa"wr qt.E efI O-susHJ1acionC ma-ra e 
circuo lal = 1 de ICfITll que su aplicación es a' oo;¡m:J1o 00 
W = -1aw = 1 . 
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luego .2 ;: 1 es un punto crítico, si hacemos la expan

sión en series de Taylor de (3) con b = 1 alrededor de 

!=1 

w - 1 = (.~ - 1)' - (03 _ 1)3 + (03 - 1)'-

po r el Lema ante rior obse rvamos que los án gu los con 

vértices en f ;: 1 se doblan por la transformación, en 

particular como el ángulo exterior a i = 1 es 1[ el ángulo 

en W = 1 exterior a la transformación e' es 27(. Por esta 

razón la forma puntiaguda en w = 1 por otra parte si e 
no encierra completamente al círculol" ] = 1, la imagen 

C' no encierra completamente la Imagen de 1.81 = 1 
que el segmento de w = -1 a w = t los otros puntos 

de C' se pueden encontrar directamente. (Ver Figura 2). 

" .. 
" 
" , .. 
" 
< .• 

< 

-. 
-. 

• • , 

PERFILES CON SUSTENTACiÓN 
EN flUJOS IRROTACIONALES 

Cons ideremos el siguiente potencial complejo: 

( .'),rt 
W=V~ o3+-¡ + z;; In;; I 10) 

el fi uJo descrito por este potencial complejo es el mismo 

fiuJo con un obstáculo circular (on circul ación ry es di

recto al eje de las x, lejOS del origen. Vamos a considerar 

un ángulo de ataque a de tal forma que:i -+ ze- ta: de 

esta forma la ecuación (10) queda de la siguiente forma: 

-

Figura l . Un Contorno deJoukowsky óC' . 

• •• volumen 13 " Julio 20 1 0 • • • ._ ... 
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y fin almente fijamos el centro del círcu lo en 2 = e y 

obtenemos: 

W = Vm [Cz _ c)e- fa + a 2
e
t
"] + ü' In (i-c)e-

la 

.t-c 1t' ti 

( 111 

la ecuación (11) corresponde al potencial complejo al

rededor de un drculo de radio a y centro c en el plano Z 

,a es el ángulo de ataque del flUJO y r es la circulación. 

Sabemos que para el campo de velOCidades, hallamos 

W'(.z) [7] y sabemos que la condición de Kutta deque la 

velocidad debe ser finita en el borde de salida en Z = b 
, luego se requiere que el numerador de W'(j) --+ O 

es decir. 

de esta forma la circulac ión r está dada por 

-¡nV. [ g2e ta] r = --~- .-'"Cb - e) - -- (13) 
t (b-c) 

y usando (5) la ecuación (13) puede ser Simplificada así: 

r = 41rV~[Cb - E) sin a + /l cosa] (14) 

y utilizando el teorema de Kutta - Joukowsky 

L' = pv~r (15) 

luego reemplazando (14) en (15) obtenemos: 
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I: = pV~r[Cb - E)sina +/l cos a] (16) 

así conclu imos que el coeficiente de sustentación3 está 

dado por: 

L' eL =, , = 21r[Cb-E)sina+/lcosa] 
¡pV..,4a 

(17) 

Ejemplo 2. Comldere el ca50 e = Il. = ~ entonce5 la5 
ecuaaone5 en (5) Irrpl/can que a = he = O y .i = aei8 

, emonces de la ecuación (3) la linea de cOffiente '" = O 
está dada por: 

es decir 

z = 2acosO 

cuya parte real vado desde -2a hasta 2a. y cuJtl parte 
imaginarla esO, es decir es e/ segmento de linea desde -2a 
hasta 2a, /a arcu/aclón está dada por 

r = 4a7TV.., sin a (18) 

3 SI..!lCfli9'lOO que para p9'"1iIes 00 ninirro 9SpeSC1la ClHOO es 
aproximadarrS1e 44 
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Observaciones 

De las ecuaciones (16) y (17) podemos observar que 

la teoda puede predecir valores de sustentación hasta 

a = tr/2, a pesar de que esto no se cumpla en la vida 

rea l, pues para ángu los de ataque mucho menores se 

presenta el fenómeno del desprendimiento de la capa 

li mite y esta teorra pierde va lid ez [8]. Además el cálcu lo 

de fi uJo pred ice una fuerza resu ltante nula en la direc

ción de la corriente (resistencia nula), esto se debe prin

cipalmente a que la teor(a del fiujo potencial ignora los 

efectos viscosos del fiuido y es una limitación común a 

todo cálculo de perfiles basados en esta teoría. 
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