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RESUMEN

Consideramos la Transformacién de Joukowsky, come casa particular
de unMapeo Conforme de laVariable Compleja;también se comentara
su importancia en la Aerodinamica Clasica v desarrollaremos algunos
prablemas asociados a esta transformacian,
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INTRODUCCION

El Conjunto de Ecuaciones

U= u(x,y)m
v=v(x,y)

Define en general una transformacian, la cual estable-
ce una carrespondencia entre puntos del plano xy
y el plano uw |, estas ecuaciones se llaman ecuaciones
de transforrmacion [2] 51 a cada punto del plano uw le
corresponde uno y solo una del plano xy v reciproca-
mente, decimos que la transformacidn es biunfvoca,
Existe un concepto importante gue nos permita saber sl
una transformacicn es biunfvoca que se conoce como |
Jacobiane de la transfarmacién,

Definicién 1. 5ea una transformacién[w, vl come la
maostrada en (1), decimos que

Siseresuelve (1) paratenerxy yen términos de iy v, se
ohtiene la transformacién 2 = 2(&,¥) y ¥ = y(u, v)
que es |a transformacion inversa de (1), Six y ¥ son unf

vocas ¥ continuamente diferenciables, el jacabiano de
(xy)
a(uy)

; A(ur)
esigual al reciproco de 3(xy) - Luegosiuno de los jaco-

esta transformacidn es y 52 puede demostrar que

bianos es distinte de cero, el otro también lo es,5e puede
demastrar que sithy #san continuamente diferenciables

en una regién €,y si el jacabiana :E:'v) es distinto de

¥,
ceroen C, entonces la transformacién (1) es biunfvaca,

Aplicacion compleja

Es de especial interés en la tearfa asrodindmica, cuan-
doen (1) @y ¥ son las partes real e imaginaria de una
funcién analftica de una variable compleja 2 = x + Ly
, 05 W=utiv=f(@) =f(x+iy) en tal

caso el jacobiana de la transformacion estd dado por
8(u,v)

u  du %) = |fr(5)|z. Decimaos que los puntos donde
av) |6z ay| _susv ousw @ pd 5 .
o Y e f'(®) = 0son los puritos criticos de |a transformacién.
a(x,y) v dv dxdy dydx
dx 3y
es el Jacobiano de |a transformacian.
“':;::: ;_’ ;__ N volumen 3w jullo 2010 n -
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APLICACION COMFORME

Definicidn 2. Dada una transformacién como en (1), tal
quie Un punto (X0, ¥0) del plane X¥ se aplica en el punfo
(ug,vp) del plano ww. Sean €1y Ca dos curvas cualquiera
en Xy que sz intersectan en(Xa) ¥0) taf que forman un an-
gufod, sise aplican entw comoCyyCay forman un dngulo

&’ tenemos:

(i} Sia = a' decimos quela aplicacién es conforme,
(i) Si@ = a' es decir, los dngulos son iguales en magni-
tud. pero no en sentide, decimos que fa aplicacién es

isogonal

El siguiente tecrema es fundamental en la teorfa de
la aplicacién conforme, pues nos permite establecer
cuando las transformaciones, preservan la simetria de la

aplicacian,

i

05+

0=

0D+

EIRL

408

T e )

Teorema 1.5 f (&) esanalitica y f' () # Oenunaregion
C, entonces la aplicacion W = f(&) es conforme en todos
los puntosde €.

Para la demostracidn del teorerma 1, puede consultarse
[2]. Por otra parte de la transformacion w = F(&) del
planc Z en el plano w, puede pensarse tambien coma
una transformacion del plano 2 en si mismo, decimos
gue es una autotransformacién. En las autotransforma-
clones, los puntos para los cuales 2 = f(2) permane-
cen fijos, los llamamos invariantes de |a transformacién,

Ejemplo 1. Los puntas invariantes de la transfarmacion
w = z%son lassoluciones deg? =2, 8=0yz =1

04

Rl

42

Figura 1. La Transformacion de Joukowsky se asemeja a un Perfil Aerodindmico.
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LA TRANSFORMACION
DE JOUKOWSKY

Si consideramos un circulo € en el plano &, con centro
sobre el gle real la transformaciéon dada par:

bz
w=£+?b>0m

se conoce como la transformacién de Joukowsky. Tal
como lo muestra la Figura 1, esta transformacian gene-
ra un ‘contorno de Joukowsky "y se parece a la seccién
transversal de un ala de avién, esto nas permite aproxi-
marnos a la teorfa aerodindmica, pues para hallar la solu-
cién de un problema de perfiles, basta con remitirnos a
lateorfa de la variable compleja.

Considerernas el siguiente potencial complejo [3]:

W(&) = Vi (5 —c +2),a> 0,

el cual describe el flujo de un flulde con un obstaculo
clrcular de radio @y centro € = € + i donde e obsté-
culo tlene la sigulente representacian;

- + (G - ) = a?
Z=c+ae®®

Porlo reportado en [3] el carnpo de velocidad

(5)

% =W (z)=u+ive

para (4) esta dado por:

1—(b2/22)

Los valores de @, b y € deben ser elegidos de tal forma
que esten en la frontera & dentro de la curva, si esta en
el interior de la curva no afecta su forma ni el campo de

flujo, pero sl esté en la frontera este punto se convertiria
automaticamente en el borde de fuga del perfil 41

Una aproximacién desde el andlisis complejo

En el andlisls complejo en ocasiones, la deduccidn puede
resultar mas elemental que desde |a teorfa aerodinamica,
esto se debe a que los resultados desde la variable com-
pleja, son consecuencia de algunos postulados o lemas,
mientras en la teorfa aerodindmica se debe tener precau-
cién pues se estd modelando con diversas variables fisi-
cas [5] Para continuar haremos uso del siguiente lema:

lema 1. Sea W = f(2) una aplicacion conforme de tal
forma que tiene expansion en series de Taylor alrededor de
a Exy

w=f(z) = f(a) + f'(a)(z — a)+...
+f“(a)(z i a)"+... (8)

s F@) =0 paak=0,1,..n =1y fP(@) %0
entonces los angulos en el plano XY convérticesen 2 = @
se multiplican pormen ef plano uw,

Para la demostracién del Lema anterior se puede con-
sultar [5), Ahora con base en este resultado hallemos la
transformacién de Jaukowsky para perfiles con susten-
tacién?, entonces conslderernos un circulo £ con centro
en el semiplano superior (e.d € # ¥ 0) de tal forma que
su frontera coincida con el punto & = 1y en su interior
se encuentre & = —1, si consideramos (3) talqueb = 1

dw

E=Osz£=1(9)

2 Para perfiles O-sustertacidn, es suficiente considerar la curva €
con centro en el gje X (e.d ¢ = Q) y hacer el mismo desarrallo
mastrado, se puede obsarvar que en O-sustertacion € encierra el
circulo || = 1, deforma que su aplicacian es el segmerto de
w=-law=1,
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luego & = 1 es un punto critico, si hacemos la expan-

sién en serles de Tayler de (3) con B = 1 alrededor de
Z2=1

w—1=(E-1-E-1)*+(E - 1)*

por el Lema anterlor abservamos que los angules con
vertices en Z = 1, se doblan por la transformacian, en
particularcomeoel angulo exterioraZ = lesmeldngulo
enw = 1 exterfor a la transformacion €' es 21, Por esta
razén la forma puntiagudaenw = 1, porotra parte si€
no enclerra completamenteal circulol#| = 1, la imagen
€' no encierra completamente la imagen de Izl=1
que el segmento dew = —1aw = 1, los otros puntos
de €' se pueden encantrar directamente. (Ver Figura 2).

PERFILES CON SUSTENTACION
EN FLUJOS IRROTACIONALES

Consideremos el siguiente patencial complejo:

- a?\ ,ir %
W_V,,(5+ §)+2"lna(1o)

el flujo descrito por este potencial complejo esel mismo
flujo con un obstaculo circular con circulacion Ty es di-
recto al eje de |as X, lejos del origen, Yarnos a considerar
un a@ngule de ataque & de tal forma que 2 = Fe %4,
esta forma la ecuacion (10) queda de la siguiente forma:

&
Ha—
[}
=5

Figura 2. Un Contorno de Joukowsky 6C",
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a? i’ Ze™*
= —flax i
W=V, [ﬁe + Se“““] + 57 In

y finalmente filamos el centro del circulo en £ =c¢ y
obtenemaos:

— _ - aZel® ir (F-c)e~ i@
W=V, [(2 gl e ] i —

(1

La ecuacian (11) corresponde al potencial complejo al-
rededorde un clrculo de radioa y centroe en el plano &
. & es el angulo de ataque del flujo y T es la circulacion,
Sabemos que para el campo de velocidades, hallamos
w'(z) [7]y sabemos que la condicidn de Kuttade quela
velocidad debe ser finita en el borde de salidaenZ = b
. luego se requiere que el numerador de W'(z) =0
es dedin

0=V, [e_h Ly nze“'] ir 1

ool T w012

de estaforma la clrculaciédnT esté dada por:

- a’e
I'= z’:""" [e““(b —c)— (b_:;]ms}

y usando (5) la ecuaclén (13) puede ser simplificada asf

I' = 4nV,[(b — €) sina + pcosa] 4

y utilizando el teorema de Kutta — Joukowsky

L' = pVl (i5)

luego reemplazando (14) en (15) obtenemos:

L' = pV2T[(b — €)sina + ucosal 4

asl concluimos que el coeficiente de sustentacion® esta
dado pon

Ci. = 2n[(b — €)sina + pucosal

- %pv,?,m

(17

Ejemplo 2. Considere el caso € =B =0 entonces las
ecuaciones en (5) implicanquea = bc=0yZ = ae’®
. entonces de la ecuacion (3) la linea de corriente Y =0
estd dada por:

z = ae® +ge ¥
es decir

Z= 2acos@

cuya parte real varia desde —2a hasta 2@ y cuya parte
imaginaria es 0, es decir es el segmento de linea desde —2a
hasta 2@, la clrculacién estd dada por

I' = 4anV, sina g

3 Suponienda que para perfiles de minimo espesor la cusrda es
apraximadarments
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Observaciones REFERENCIAS

De las ecuaciones (16) y (17) podemos observar que

la teorfa puede predecir valores de sustentacién hasta  +  J Anderson: Fundamentals of Aeradynarnics, McGraw-
o = m/2 a pesar de que esto no se cumpla en la vida Hiftinc. (199 1),

real, pues para dngulos de atague mucho menores se + B Churchifl Variable Compleja, Springer. (1998),
presenta el fendmeno del desprendimiento de la capa » J Moran. An Introduction to Theoretical and

limite y esta tearfa plerde validez [8], Ademas el calculo Computational Aerodynamics. J. Willzy and Sons

de flujo predice una fuerza resultante nula en la direc- (1984).

clén de la corrlente (resistencia nula), esto se debe prin-  + . Anderson: Introduction to Flight, Academic Press
New York, (1976).

cipalmente a que la teorfa del flujo potencial ignora los
efectos viscoses del fluido v es una limitacion comin a
todo célculo de perfiles basados en esta teoria,

+ A Khuete and Chow, Foundations of Aerodynarmics,
3rd ed | Willey New York (1976).

+ W Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hilf
Book Co. (1966).

» DG Roldan, Métodos de Variable Compleja en
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